












































































































































































































































































































































（1） （1－1）　　　　　（4一らゑ一の （6） （－ll）（4らゑα）
（2） （－1－1）、α2i勇匙。，（働ゑらの （7） （：ll）（砧乙ら4）
（3） （－ll）、蒋呈。，（幽・の （8） （1－1）（¢らゑα）























































































































































判別式D 体の総数 ① ② ③
1－10000 382 16 8 5
10001－20000 450 8 3 5
20001－30000 467 5 6 0
30001－40000 479 3 3 1
40001－50000 485 4 1 1
50001－60000 500 2 3 2
60001－70000 490 4 4 2
70001－80000 509 4 2 1
80001－90000 514 1 3 1
90001－100000 528 4 4 1



































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































3　 曽9　，16　 2　 ge：OO
3　ロ■1　　，8　1e　　gO340
且　，臨E　　冒4　　6　　go364





















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































2　 ，巳2　　 －9　　 8　　 06984
2　 －15　　　　1　　　8　　　ss985
1　－13　 一且6　　 3　　　9700；














































































































































































































































































































魯 b t　‘ D 1　　　8　　b c　6　　　D　I
墨　　　9，　 －20　　13　　 9マ6コ3
1　rl匡　　　ロ5　　16　　 9Ts31
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1　　　－8　 ロ14　 22　　 99860
1　　－6　■20　22　　99850
且　一14　　　　4　　10　　　99360
1　　－o　ロ19　■5　　99897
U　　　■2　 －2●　　亀3　　　9990匹
2　 騨匡4　　　－2　　　9　　　99956
1　冒90　，且9　　5　　9996駈
且　需16　　－6　　5　　99955
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，禦取零　ソスウ　ノ　ソイテ．7ル7鴨ンカイ　ノ　カタチ　寧家寧
DlM　P（10》
，　騨一曽一一　テ，一ク（ソスウ》　ノ　冒更コミ　ー一一藺一
FOR　！＝1　了O　10：READ　P（D；NEXT　！
1NPUT　鱒●霧・茎A31NPUτ　・b＝・3B：INPVT　騨c躍・3C：1四PUτ　胃d＝一；D
．　一一一働吻　ハンへ■ツシ専　，r｝一一
DlS＝B累B寧C宰C－4寧A＊C＊C＊C－4＊B＊B＊B＊D＋18＊A翠B寧C寧D－27＊A翠A窄D家D
しPRINT　騨昌＝°書A；脚b＝脚；B富騎c＝°：C：葡d冨鴨；D；日D＝°；DIS：LPRINT
FOR　r81　TO　乳0
　・　一一一犀｝　カインシ　ヲ　モツ　3シ゜クイ　ー一葡一一
　IF　（ral）　AND　（B＊C－－INT（B＊C／2》寧2＜》0）　THEN　120　ELSE　風40
　1F　（A←1）＊（D＋1）一1NT（（A＋1）潔（D＋1》！2）寧2＜》0　τHEN　130　ELSE　140
　しPRIN丁　P（1，．脚カンセ゜ン7層ンカイ・：COTO　350
　・　　　一一一＿＿贈＿＿＿＿一＿騨，，騨＿＿＿一＿騨一＿＿一一
　AI雷：：B1留B：C1＝A取C：D1＝A零A零D
　，　一一一一一　P　カ■　インテ■ックス　ワ　ワルカ　？　一一一一一
　IF　A－INT（A！Pq》》寧P（D《》O　THEN　230
　IF　D－INT（D／P（D，寧P（D《》O　THEN　B1＝C：C乳＝D＊B；Dl＝D承D零A：GOτ0　230
　1F　（A－B＋C－D）－INT（（A－B＋C－D）／P（D）寧P（D＜＞0　τHEN　200　EしSE　210
　B1＝3＊A－2＊B＋C：C1＝（A－B＋C－D）翠（3寒A騨B，：D里＝（A－B←C－D）寧（A－B零C－D）寒A：GOTO　230
　B邑富3零A＋2＊B＋C：C1＝（A＋B＋C＋D）零（3畢A←B）：Dl＝（A←B＋C＋D）寧（A＋B＋C＋D）象A
　，　　　＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿一＿，，＿一一一一｝一一一一
　　　N＝O
　　　FOR　J＝1　τO　P（1）
　　　AJ＝1：BJ＝3＊J＋Bl：CJ＝3＊」＊J＋2＊Bl＊J＋Cl：DJ＝J＊J＊J＋Bl＊J＊J←Cl＊J＋Dl
　　　IF　DJ－：Nr（DJ！P（D）傘P（1）＝O　THEN　N＝N＋1
　　　NEXT　J
　．　o－一一曽　7°りント　ー層一一一
　LPRINT　P（D，
　IF　DIS－INT（DIS！P（D》＊P（D30　AND　N＝1　τHEN　LPRINT　脚カンセ層ン7匿ン辱t：GOTO　350
　：F　D：S－INT《DIS／P（1》）寧P（D＝0　AND　N＝2　THEN　LPRINT　暦フーン辱刷tGOTO　350
　lF　N＝3　THEN　LPRINT　駒カンセ層ンフ．ンカイ麗
　：FN：亘　τHEN　LPRTN丁　騨フ■ンカイ脚
　IF　NEO　τHEN　しPR：Nτ　ロソスウ゜
NEXT　l
GO丁0　50
DA丁A　2，3，5，7．1且，13●乳7，19D23、29
例　1
8＝　1　b＝－9　c冨一13　d冒　3　D＝　37300 ●＝　1　b自一量O　c＝　O　d冨　艮O　D＝　37300
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フ．ンカイ
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ソスウ
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一
「
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1
1
2
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カンセ層ンフ■ンキ
ソスウ
カンセ，ン7°ンキ
ソスウ
フ層ンカイ
ソスウ
ソスウ
フtンカイ
フ曽ンカイ
ソスウ
例　2
菖巴　：．b＝－9　c＝－1e　d呂　3　D＝　66825 亀＝2b＝3c冒一21　d謂4D＝66825
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U
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1
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2
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1
3
7
9
3
9
2
3
5
7
1
且
1
－
2
2
カンセ巳ンフ魎ンカイ
カンセ゜ンフ昌ン専
カンセ騨ンフ9ン卑
フ“ンカイ
プン辱
フ刷ンカイ
ソスウ
フ゜ンカ1
7圏ンカイ
ソスウ
一72一
2元3次形式の簡約化（reduction）の手順について
§1判別式D＞0の場合
　補題1　f（x）＝x3＋bx2＋αcx＋a2d，　Df＞0
ならば
　　　b2－3αc＞0，　c2－3bd＞0
　証明　Df＞0であるから
　　　f（x）＝（x一α）（x一β）（x一γ），α，β，γ∈R
と書ける．bニー（α＋β＋γ），　ac＝αβ十βγ＋γαであるから
　　　b2－3ac　＝＝（α十β十γ）2－3（αβ十βγ十γα）
　　　　　　＝（（α一β）2十（μ一γ）2十（γ一α）2）／2⊇≧0
ろ2－3ac＝0とすればDf≦Oとなり仮定に反するからb2－3ac＞0．
9（X）ニ（a2d）－ix3f（adU－i）とおけば9（X）＝X3十CX2十bcix十ad2でZ）9＝（a－1
d）2Df＞0であるから上と同様にc2－3bd＞0　　　■
　V一クオドラプル（a，b，　c，　d）に対し，トリプル（4，夙の，a＝b2－3ac，5＝
bc－9ad．∂＝c2－3bd（このトリプルをV一トリプルとよぶ）を対応させる写
像φを考え，（4，b，∂）＝＝　¢（a，b，c，d）と表わす．
　1つの実3次体Kとその1つの整環0を固定して考える．
　0を定めるV一クオドラプル全体の集合を8とし，（a，b，らd）∈Sに対
し，
（a’，ろ’，〆，d「）＝（a，　b，らd）〃’
ただし
　　∈　　GL（4，　Z）
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をつくれば（at，ろ’，　ct，　d〆）∈S．この対応を聾：S→Sと表わす．　Sの元
に対応するV一トリプル全体の集合をSとし，（4，ろ，の∈Sに対し，
　　　（グ，b’，　i’）＝（4，　b，6）M
ただし
依C縢一ll）・GL（・・　z）
をつくれば，（クノ，b「，　i’）∈8で，（ク，　b，の＝φ（a，　b，らd）ならば（4’，　bt，
c’ j＝φ（〆，b’，　c’，　d「）となることが計算で示される．（2，　b，のから（4’，ろ’，
♂）をつくるこの対応を軌・鱈・表わす．禍恥蝋腔）・GL
（2，Z）から一意的に定まる．八M）＝M，1「（M）；Mと書ける．
　補題2　記号は上記のように定められた5．のとし，さらにN∈GL（2，　Z）
でr（N）＝N，r（N）＝1Vとする．このとき次の図式は可換である．（証明省
略）
　
S
＼
蛎
／
ε
ε
一
の
‘
一
S
’
一
蛎
一
一 輪 一ψ
一
聾
一
ψ
一∫
「
S
　定義
　　　f（X，y）＝αU3＋bx2y＋cxy　2＋dy　3，　a，　b，　C，　d∈Z，
　　　　　　Df＞0，〆（x，　y）はQ上既約①
とする．2＝ゲー3ac，　b＝bc－9ad，∂ニc2－3bdとおく．このa，　b，　c，　d，σ，　b，
δに対して　（i）－2≦∂≦δ≦∂，（ii）a＞o，d＞o，（iiDσ＝δ⇒a－d2）o，
㈹ク＝－b⇒3a＋2b≧oの4条件が成り立つとき，①をf厳密に’簡約された
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2元3次形式（略記s．　r．プ）という．
　2元3次形式①が与えられたとき，（a，b，　c，　d）をV一クォドラプルとする
実3次体Kと整環0が定まり，0を定めるV一クォドラプルの全体Sも定
まる．そして，
fo（X，　y）＝偽κ3十boX2ツ十Coxy　2十偽y3，（偽，　bo，　CO，偽）∈Sでfo（X，　y）がS．　r．　f
であるものがただ1つ存在する．f（x，　y）からf。（x，　y）を見出すことをf（x，　y）
の「厳密な’簡約化という．以下に①の徹密な’簡約化の手順を示す，V一ク
ォドラプル，V一トリプルを利用する．
　（1）φ（a，b，らd）＝（2，　b，のにおいて
　　（1－1）σ≦♂のとき（2）に行く，
　　（1－2）4〉・のときT－（－ll戸一r（T）により
　　　（a’，b’，　c’，　d’）＝（a，b，c，d）T＝（d，一らろ，－a）
をつくる．
　　　（グ，b〆，∂’）＝（δ，　b，　i）T＝（∂，－b，　d），　Tニr（T）
だからグ＜諺となる．このとき
　　（1－2－1）a’＞0ならば（a’，ろ’，c’，　d〆）を（a，b．　c，d）と書きかえて（2）に
進む．（以下，次に進むとき，つねにこのような’をとり去る書きかえをする．
これを単に魯きかえる’という）．
　　（1－2－2）　at；0とはならないσ伝y）の既約性）．
　　（・－2－3）at・・ならばさらにZ－（－ll）・　Z－r（Z）・・より
　　　（a，”b”，c”，　d”）＝（at，　b「，〆，　d’）z＝（－d，　c，一　b，　a）
をつくれば
　　　（グ’，b”，〆）＝（グ，　b’，δ’）z＝（∂，－b，σ），　z＝r（z）
となる．書きかえればク＜∂，a＞0となる．（2）に進む，
　（2）
　　（2－1）－4≦6≦クのとき（4）にとぶ
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　　（2－2）b〈一δまたはb＞δのとき（3）に進む
　（3）
　　（3－・）5＜一・のときA－（1－1）・A－r（A）…より
　　　（at，　bt，　ct，　d「）＝（a，　b，　c，　d）A、＝　（a，3a十b，3a十2b十c，　a十b十c十d）
をつくる．
　　　（σ1，　ろ’，　δ’）＝（δ，　b，　δ）A＝（d，　24十b，　σ十b十c’），　A＝∬－T（A）
だから，4’＝a，bt＞bである．このとき
　　（3－1－1）　δ’≧一σ’であれば（4）に行く
　　（3－1－2）b’＜一δ’であれば（3－1）をくり返す．（有限回のくり返しでb’
≧一グとなる）
　　（・－2）5・・のときA－i－（ll）・　・A－1・・r（A－・）　・・より
　　　（at，　bt，　c’，　d’）＝（a，　b，　c，　d）A、－1＝（a，　－3a十b，3a－2ろ一トら
　　　　　　　　　　　　　　　　　一a十b－c十d）
をつくる．
　　　（ク’，bノ，」ノ）＝（δ，　b，δ）A－1＝（4，－2a十b，δ一∂十の，
　　　　　　　　　　　　　A－1＝r（A－i）
だから，a’＝σ，　b’＜bである．このとき
　　（3－2－1）　b’≦a”であれば（4）に行く．
　　（3－2－2）bt＞41であれば（3－2）をくり返す．（有限回のくり返しでb’≦
グとなる）．
　（4）
　　（4－1）　ク≦∂のとき（5）に行く．
　　（4－2）ク〉δのとき（1－2）に行く．補題1によりつねにσ＞0，δ＞0で
あり，（1－2）を経るごとにグ＜σ，σ’，あ∈Zと4の値は減少するから，有限
回の手続きでσ≦δとなり⑤に進む．
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　（5）
　　（5－1）　d＞0のとき（6）に行く．
　　（5－2）d・・のとき・ノー（－ll）・J－r（川・より
　　　（a’，ろ’，〆，d「）＝（a，　b，らd）　」＝（a，－b，ら一d）
をつくる．
　　　（グ，b’，δり＝（2，　b，∂）J＝（σ，－5，∂），」ニ1「（ノ）
だから，一グ≦6’≦グ≦♂，d’＞0となる．⑥に進む．
　（6）
　　（6－1）　ク≠δのとき（7）に行く．
　　（6－2－1）　σ＝∂，a－d≧0のとき（7）に行く．
　　（6－2－2）・一…－d・・のとき・B－（－1－8）・　B－r（B）により
　　　（a’，b’，　c’，　d’）；（a，b，c，d）B＝（d，らb，a）
をつくる．
　　　（グ，b’，の＝（4，　b，∂）Bニ（δ，　b，4）＝（di，5，6），　B＝’（B）
だから，a’－d’＝d－a＞0，　a’＞0となる．⑦に進む．
　（7）
　　（7－1）δ≠bのときs．r．∫である．
　　（7－2）　σ＝－b，3a十2b≧のときs．　r，f．
　　（7－3）・一一b・・a＋・…のとき・S－（－11）・S－r（・）・・より
　　　（a’，　ろ’，　c’，　d’）＝（a，b，　c，　d）　S＝（a，　－32－b，　3a－1－2b十c，　－a－b－
c－d）
をつくる．
　　　（グ，b「，♂）＝（8，　b，のS＝（ク，－22－blδ十b十の＝（4，　b，の
だから，グ＝一δ’，3a’十2b’＝－3a－2b＞0となる．
　　（7－3－1）　d’＞0ならばs．r．∫．
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　　（7－3－2）d’＜0ならば（5－2）に行き，（7－1）でs．r．　fとなって終わる．
　§2　判別式D〈0の場合
　定義
　　　f（x，y）＝αじ3＋bx2y＋αプ＋dy3，　a，　b，　c，　d∈Z，　a＞0，　D，〈0，　f（x，
とする．f（θ，1）＝aθ3＋bθ2＋cθ＋d＝0となる実数θがただ1つ存在し，②
は
　　　！（x，y）＝（κ一の）（・Px2＋Qay＋Ry　2），θ，　P，　Q，　R∈R③
のように因数分解されQ2－4PR＜0となる．このとき
　　　一P〈Q≦P〈RまたはO≦Q≦P＝R④
が成り立つならば，②を簡約された2元3次形式（略記号r．　f）という．（［5］，
P．193）一
④はつぎのように簡単に書ける．
なぜならば③よりa＝P，bニQ一θP，　c＝R一θQ，　d＝－epであるから，　P＝
QまたはP＝Rのときθは有理数ということになり，f（X，　y）の既約性に反
するからである．
　補題1　D＜0，a＞0のとき②が簡約された2元3次形式であるためにはa，
b，c，　dについての次の3式が成り立つことが必要十分である（［6］）．
　　　　C，＝d（d－b）十a（c－a）＞0
鳳：1：1；：蹴：：1　⑥
　証明　⑤と⑥の同値を示せばよい．そのために
　　　（i）P＜R∈⇒Cl＞0
　　　（ii）－P＜Q＜Pc⇒（）2＜0〈C，
を示す．
　（i）　a＝P，d＝－RよりP＜R＜≒⇒a＜－d／θ
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　f（1，θ一1）＝0だから（－d／θ）3－c（－d／θ）2＋bd（－d／θ）－ad2＝0が得ら
れ，q（X）＝X3－CX2＋bdx　一　ad2とおけばq（X）がX＝－d／θで増加であること
から
　　　a＜－d／θ⇔ψ（a）〈ψ（－d／θ）＝0
　　　　　　　　⇔a3－ca2十bda　一　ad2＝a（a（a－c）十d（b－d））＜0
　　　　　　　　⇔⇒C，＜0
　（ii）　a＝P，　b＝Q一θPより一1）〈Q＜P〈＝＝⇒－a＜b十θa〈a
　（θa）3十b（θα）2十ac（θa）十a2d＝0，　（b十θa）3－2b（b十θa）2十（b2十ac）
　（b十θa）十a2d－abc＝0
が順次計算によって得られ，ψ（x）＝κ3－2bx2＋（b2＋ac）x＋a2d　一　abcとおけ
ば，b＋θaがψ（x）＝0のただ1つの実根で，ψ（x）がx＝ろ＋θaで増加である
ことから
　　　一a＜b十θ＜a
　　　　　　　　⇔ψ（－a）＜ψ（ろ十θa）〈ψ（a）
　　　　　　　　⇔a（一（a十b）（a十b十c）十ad）〈0〈a（a－b）
　　　　　　　　（a－b十c）十ad）
　　　　　　　　⇔C，＜0〈C，　　　　　　　　　　　　　　■
　　系D＜0，a＞0のときつねにC，〈（］3
　補題2　D＜0，a＞0のとき②が簡約された2元3次形式であるためには，
ノ（x，1）＝0の虚根をξ，ξ（imξ＞0）とするとき，ξが次の2式で定められ
る領域Gに属することが必要十分である．
　証明　ξはPξ2＋Qξ＋R＝0をみた一）一から
　　　ξ一Wt＋＄」＝D
において一P＜Q＜P＜Rであれば
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　　　十諾く謬一R・ξ・歩一｝一ξ［・一ξξ一£・・
である．すなわちξはG上にある．逆にξがG上にあるとき，－P＜Q＜P〈
Rが成り立つことも同様に示される．　　　■
　以下に②の簡易化の手順を示すC簡易化’の定義はD＞0の場合のものと
同様）．V一クォドラプルで表す．補題1を用いる．
　（1）
　　（1－1）C、＞0のとき（2）に行く．
　　（1－2）Cl＝0とはならない（②の既約性），
（・－3）Ci〈・のときT－（－ll）・T－r（T）により
　　　（a’，b’，　c「，　d’）＝（a，b，c，d）T＝（d，－c，　b，－a）
をっくる
　　　G1＝d’（d’－bf）十a’（c’－a’）ニa（a－c）十d（b－d）＝－C，＞0
となる．このとき
　　（1－3－1）
進む．
　　（1－3－2）
（1－3－3）
〆＞0ならば（〆，b’，c’，d’）を（a，b，らd）と書きかえて（2）に
a’＝0とはならない（②の既約性）．
at・・ならばさらにz－ i－1－1）・z－r（z）…より
　　　（a”・b”・c”，d”）＝（〆，　b’，　c’，　d’）z＝（－d，　c，－b，　a）
をつくればC，”＝Cl’＞0，〆’＝－a’＞0となる．書きかえて（2）に進む．
　（2）（注意a＞0であるからC2くC，（補題1系））
　　（2－1）　C，〈0〈C，をみたしていれば（3）に行く．
　　（2－2）・・C・であ棚一（1－1）・A－7（A）により
　　　（a「・b’・　・’・d’）・＝（a，・b，・・，・d）A＝（a，・3・＋b，・3a＋2b＋c，・a＋b＋c＋d）
をつくる．C3’＝　C2＞0，C2’〈C，となる．
　　（2－2－1）　C2’＞0ならば（2－2）をくり返す（有限回のくり返しで（）2’〈0
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となる）．
　　（2－2－2）（）2’＜0ならばC，’＜0＜C3’．（3）に進む．
　　（2－3）C3〈・であ翻一1－（ll）・A－i－r（A－・）により
　　　（a’，b’，　cf，　d’）＝（a，　b，　c，　d）A－1＝（a，－3a十b，3a－2b十c，－a十b－
c＋d）
をつくる．C2「＝C3〈0，C3ノ＞C3となる．
　　（2－3－1）　C，’＜0ならば（2－3）をくり返す（有限回のくり返しで（）3「＞0
となる）．
　　（2－3－2）C3’＞0ならばC2’〈0〈C’，．（3）に進む．
　（3＞
　　（3－1）　C、＞0のときr．fである．（4）に行く．
　　（3－2）Cl＝0とはならない（②の既約性）．
　　（3－3）C，〈0のとき（1）に戻り，手順をくり返す．有限回のくり返しで
C、’＞0となり，r．　fとなる（∵補題1，2によりCi＞0⇔PくR⇔
1ξ1…C・〈・・C・⇔－P・Q・P⇔一ナ・R・ξ・去であるから，・
元2次形式の理論をそのまま適用することができ，有限回のくり返しでC、＞
0となることがわかる（［7］§30）．）．（4）に進む．
　（4）
　　（4－1）d＞0のとき終了．
　　（・－2）d・・のとき・一（－ll）・J－r（川こより
　　　（a「，b’，　C「，　d’）＝（a，b，C，d）J＝（a，一　b，C，－d）
をっくる．d’＞0，　C，’＝　C、，　C2’＝一（）3，　C』’＝－C，でC2’＜0〈C，「となり，
最終結果をd＞0の形で表現できる．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1989年1月記）
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